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1 Uvod

Ovaj rad je zamixǉen kao baziqni pregled dve naizgled razliqite,
no zapravo usko povezane oblasti - teorije formalnih jezika i teorije
automata.

Teorija formalnih jezika izrasla je iz lingvistike. Ova oblast
prouqava najpre sintaksne osobine jezika, tj. one osobine koje se tiqu
naqina na koji se strukturni elementi tog jezika me�usobno odnose. Sem
analize prirodnih jezika (kojima se lingvistika bavi), teorija for-
malnih jezika je znaqajna i u raqunarstvu, jer se nalazi u osnovi svih
programskih jezika koje koristimo.

Teorija automata, sa druge strane, ima svoje korene u matematici.
Ona prouqava automate - sisteme staǌa i pravila prelaza iz jednog
staǌa u drugo (ovo se mo�e reprezentovati kao tip usmerenog grafa).
Iz ovog opisa se mo�e naslutiti da i ova oblast ima xiroke primene
u raqunarstvu, od parsera do vextaqke inteligencije.

Presek izme�u ove dve oblasti ujedno predstavǉa i presek izme�u
matematike, raqunarstva, i lingvistike, te je stoga i neupitno zan-
imǉivo prouqiti ga. Dakle, glavni ciǉ ovog rada bi�e da qitalac
stekne sliku o ovoj povezanosti izme�u teorija jezika i automata, a os-
obito o nekim znaqajnim teoremama i algoritmima koji nam poma�u da
ih prouqavamo.
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2 Formalni jezici

2.1 Uvod u formalne jezike

Pojam formalnog jezika se prvi put pojavǉuje qak 1879. godine,
u jednoj kǌizi iz matematiqke logike nemaqkog matematiqara Gotloba
Fregea. Frege je opisao prvi formalni jezik, sa svojim validnim sim-
bolima i pravilima izvo�eǌa, i upravo iz ovog jezika je izraslo ono
xto je kasnije postalo poznato kao predikatska logika. Tek kasnije su
za ovu oblast poqeli da se interesuju ǉudi koji se bave prirodnim
jezicima, jer se ispostavilo da je veoma korisna za ǌihovo prouqavaǌe.

Ovde bi se trebalo pa�ǉivo ograditi i apsolvirati da teorija for-
malnih jezika objaxǌava funkcionisaǌe jezika na sintaksnom, ali ne i
na semantiqkom nivou. Drugim reqima, bavi se iskǉuqivo strukturnim
odnosima izme�u elemenata jezika, ali ne i smislenosti znaqeǌa. Uzmimo
jedan klasiqan primer reqenice (Qomski 1957.): ”Bezbojne zelene ideje
spavaju besno.” Ova reqenica oqigledno nema nikakvog semantiqkog smisla
- odnosi u znaqeǌu izme�u bilo koje dve reqi su apsolutno besmisleni.
No, ipak se svi mo�emo slo�iti da je ovo savrxeno gramatiqki ispravna
reqenica (za razliku, npr. od reqenice ”Spavaju bezbojne besno ideje
zelene”), pa qak mo�emo i nacrtati ǌeno sintaksno stablo, kao na slici
2.1. (Vixe o stablima kasnije.)

Dakle, poxto smo definisali kojim aspektima jezika se bavimo, defin-
iximo sada xta je to, zapravo, jezik.

Definicija 1. Azbuka Σ je bilo koji konaqan skup simbola, koje nazi-
vamo slovima te azbuke.

Definicija 2. Svaki konaqan niz slova iz azbuke Σ nazivamo req (string)
nad azbukom Σ.

Nad svakom azbukom postoji i prazna req, u oznaci e, koja ne sadr�i
nijedno slovo iz te azbuke. Iz ovoga vidimo da reqi mo�emo definisati
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Slika 2.1: Sintaksno stablo

i rekurzivno:

(i) Prazna req e je req nad azbukom Σ.

(ii) Ukoliko je w req nad Σ i a slovo nad Σ, onda je i wa req nad Σ.

(iii) Reqi nad Σ mogu se dobiti iskǉuqivo konaqnom primenom prav-
ila (i) i (ii).

Definicija 3. Du�ina reqi u, u oznaci |u|, je broj slova u toj reqi.

Vidimo da se i du�ina mo�e definisati rekurzivno:

(i) |e| = 0.

(ii) Ukoliko je w req nad Σ i a slovo nad Σ, onda je |wa| = |w|+ 1.

Sada mo�emo definisati osnovnu operaciju nad reqima - konkate-
naciju.

Definicija 4. Neka su date reqi u = x1x2...xn, v = y1y2...yn, pri qemu
u, v ∈ Σ. Konkatenacijom ove dve reqi dobijamo req uv = x1x2...xny1y2...yn.

Navedimo osnovna svojstva konkatenacije:
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Teorema 1. Skup reqi jezika zajedno sa operacijom konkatenacije qini aso-
cijativni monoid. Odnosno:

1◦ Prazna req e je neutralni element za operaciju konkatenacije, tj.
ex = xe = x za svaku req x nad azbukom Σ.

2◦ Konkatenacija je asocijativna operacija, tj. (xy)z = x(yz) za sve
x, y, z nad Σ.

3◦ Za konkatenaciju va�e zakoni skra�ivaǌa, odnosno xz = yz ⇒ x = y
i zx = zy ⇒ x = y.

U analogiji sa obiqnim mno�eǌem, mo�emo definisati i notaciju za
stepenovaǌe reqi:

w0 = e, w1 = w, ..., wn = ww . . . w︸ ︷︷ ︸
n

Definicija 5. Skup svih reqi nad azbukom Σ oznaqavamo kao Σ∗ (Klinijevo
zatvoreǌe). Skup svih nepraznih reqi nad azbukom Σ oznaqavamo kao
Σ+ = Σ∗ \ {e}.

Definicija 6. Prozivoǉan skup reqi nad datom azbukom nazivamo jezikom
nad tom azbukom. Drugim reqima, jezik nad azbukom Σ je svako L ⊂ Σ∗.

Prime�ujemo da je onda P(Σ∗) zapravo skup svih jezika nad nekom
azbukom, pa na ǌemu definixemo i slede�e operacije:

(i) skupovne: ∪,∩, \,′ (komplement u odnosu na Σ∗)

(ii) proizvod: L1 · L2 = {uv|u ∈ L1, v ∈ L2}

(iii) stepen: L0 = e, Ln+1 = Ln · L

(iv) iteracija: L∗ =
⋃

i≥0 L
i

Napomena: Qesto se umesto unije koristi i obiqno +.

Dakle, definisali smo sve najopxtije pojmove koji se tiqu formal-
nih jezika. Poigrajmo se sada sa nekim primerima kako bismo uoqili
neka bitna svojstva.

Primer 1. Rexiti jednaqinu 001u = u001 nad alfabetom {0, 1}.

Rexeǌe: Uzmimo odmah praznu req e kao trivijalno rexeǌe. Prime-
timo da string 001 mora biti i sufiks i prefiks reqi u, te ako uzmemo
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u = 001v i ubacimo u polaznu jednaqinu imamo 001001v = 001v001, pa iz
pravila skra�ivaǌa mo�emo izvu�i 001v = v001, odnosno opet smo se
vratili na polaznu jednaqinu (ekvivalentno bismo dobili kad bismo
uzeli u = v001). Odavde, mo�emo naslutiti da �e rexeǌe biti (001)∗, a
naslu�ujemo i da ovo mo�emo rexiti rekurzivno.

⊆: Za svako u = (001)n vidimo da je 001u = 001(001)n = (001)n+1 =
(001)n001 = u001, pa ovo jeste rexeǌe jednaqine.

⊇: Doka�imo indukcijom po du�ini reqi u da je svako rexeǌe oblika
(001)n.

U indukciji �emo iskoristiti qiǌenicu da 001 mora biti i prefiks
i sufiks rexeǌa naxe jednaqine kako bismo konstatovali da du�ina
naxeg rexeǌa mora biti oblika 3k, k ∈ N0, a da u druga dva sluqaja
rexeǌe ne postoji.

Za |u| = 0 znamo da u = e = (001)0.

Za |u| = 1 i |u| = 2 nemamo rexeǌa (trivijalno).

Pretpostavimo sada da tvr�eǌe va�i za |u| = 3(k − 1), 3k − 2, 3k − 1.
Tada za |u| = n imamo u = 001v, gde |v| = n − 3, te ako ubacimo to u
polaznu jednaqinu imamo 001001v = 001v001, xto nam posle skra�ivaǌa
daje 001v = v001. Po induktivnoj pretpostavci, izdvajamo tri sluqaja.
Ukoliko n = 3k, onda znamo da je v = (001)k−1 rexeǌe jednaqine, te
u = 001(001)k−1 = (001)k. Ukoliko je n = 3k+1, onda znamo da je |v| = 3k−2,
te ne postoji rexeǌe. Isto va�i i za n = 3k + 2. Dakle, tvr�eǌe je
dokazano.

Prime�ujemo da smo u izradi ovog primera koristili neke osobine
sufiksa i prefiksa kako bismo rexili jednaqinu. Ispostavǉa se da je
ovo generalna strategija za rexavaǌe ovakvih problema, te �emo for-
malizovati ovaj proces u jednu lemu.

Teorema 2 (Levijeva lema). Neka su a, b, c, d reqi nad azbukom Σ. Tada jed-
nakost ab = cd va�i ako i samo ako je zadovoǉen jedan od slede�ih uslova:

(i) a = c ∧ b = d

(ii) (∃x ∈ Σ+)(a = cx ∧ d = xb)
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(iii) (∃x ∈ Σ+)(c = ay ∧ b = yd)

Dokaz. (⇐): Iz (i) se trivijalno izvodi ab = cd. Iz (ii) imamo ab =
(cx)b = c(xb) = cd, dok iz (iii) imamo ab = a(yd) = (ay)d = cd. Dakle, ovaj
smer va�i.

(⇒): Neka je ab = cd. Vidimo da a i c moraju poqiǌati istim slovima,
te imamo tri opcije:

(i) a = c. Onda ab = ad, te posle skra�ivaǌa dobijamo b = d, xto je
prva stavka u lemi.

(ii) a = cx. Onda cxb = cd, te posle skra�ivaǌa dobijamo d = xb, xto
je druga stavka u lemi.

(iii) c = ay. Onda ab = ayd, te posle skra�ivaǌa dobijamo b = yd, xto
je tre�a stavka u lemi.

Pored rexavaǌa problema koji se tiqu reqi nad jezikom, mo�emo re-
xavati i skupovne jednaqine u kojima figuriraju qitavi jezici. Radi
lakxeg rexavaǌa nekih od ovih problema, mo�emo uvesti jox jednu ko-
risnu lemu:

Teorema 3 (Ardenova lema). Neka su L1, L2 jezici takvi da e /∈ L1 i L jezik
koji zadovoǉava relaciju L = L1L+ L2. Tada je L = L∗

1L2.

Dokaz. (⊆): Koristimo indukciju po du�ini reqi u ∈ L. Neka je u = e i
pretpostavimo da u ∈ L = L1L + L2. Poxto e /∈ L1, znamo e ∈ L2, te stoga
e ∈ L∗

1L2.

Pretpostavimo da za sve reqi x ∈ L du�ine |x| ≤ n va�i x ∈ L∗
1L2.

Uzmimo sada neko u ∈ L, |u| = n + 1. Prva mogu�nost je da u ∈ L2 ⊆ L∗
1L2.

Druga mogu�nost je da u ∈ L1L, odnosno u = av, gde je a ∈ L1, v ∈ L. Kako
a ̸= e, to je |v| < |u| = n+ 1, tj. |v| ≤ n, pa mo�emo primeniti induktivnu
pretpostavku. Dakle, v ∈ L∗

1L2, pa je u = av ∈ L1L
∗
1L2 ⊆ L∗

1L2. Ovime je
prva inkluzija dokazana.

(⊇): Opet koristimo indukciju da doka�emo Ln
1L2 ⊂ L, po n. Za n = 0

imamo L0
1L2 = L2 ⊆ L1L+ L2 = L.
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Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n − 1. Tada za n imamo Ln
1L2 =

(L1L
n−1
1 )L2 = L1(L

n−1
1 L2) ⊆ L1L ⊆ L1L + L2 = L. Prema tome, Ln

1L2 ⊆ L za
svako n ∈ N0, te stoga L∗

1L2 ⊆ L. Ovime je i druga inkluzija dokazana.

Poka�imo primenu ove leme na jednostavnom primeru.

Primer 2. Neka su L1, L2 ⊆ {a, b}∗ jezici takvi da:

L1 = {e}+ {a}L1 + {b}L2

L2 = {e}+ {b}L2

Na�i jednostavne reprezentacije tih jezika.

Rexeǌe: Jednostavnom primenom Ardenove leme na drugu jednaqinu imamo:

L2 = {b}∗{e} = {b}∗

Sa druge strane, iz prve jednaqine imamo:

L1 = {a}∗({e}+ {b}L2) = {a}∗({e}+ {b}{b}∗) = {a}∗{b}∗

Iz prethodnih primera ve� mo�emo da naslutimo da vrxeǌem raznih
operacija na neki jezik mo�emo dobiti neke druge jezike, a stekli smo
i neku intuiciju oko toga kako to funkcionixe. Za formalizaciju ovog
procesa �emo uvesti pojam formalne gramatike.

2.2 Formalne gramatike

U prethodnom odeǉku smo uveli jezike kao podskupove reqi nad nekom
azbukom, i premda smo videli kako da manipulixemo ǌima, ti jezici su
nam jox uvek dati ”kao takvi”, bez nekih suxtinskih pravilnosti. Za
sada jox uvek nema onih sintaksnih pravila koje smo pomiǌali u uvodu.
Da bismo ovo uveli, potrebna su nam pravila izvo�eǌa i prepoznavaǌa
validnih reqi u datom jeziku.

Iznena�uju�e, ispostavǉa se da je prva formalna gramatika defin-
isana qak u 5. veku pre naxe ere. Tada je indijski filolog Panini
u svom Osmoglavniku opisao taqna matematiqka pravila za gramatiqku
strukturu antiqkog sanskrit jezika. Paninijeva teorija da svi jezici
imaju ovakvu hijerarhijsku strukturu se do danas pokazala kao taqna,
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ali je zapadnom svetu trebalo oko 2500 godina qak i da prihvati ovu
ideju, a kamoli da je dovede na ovaj nivo formalizma. Pre nego xto i
mi formalno uvedemo pojam gramatike, steknimo prvo intuiciju.

Gramatiku mo�emo zamisliti kao skup pravila za transformaciju
stringova - u jednom koraku jedan string u okviru reqi (levu stranu)
mo�emo zameniti drugim stringom (desnom stranom). Razlikujemo skup
terminalnih i neterminalnih slova, tj. onih slova od kojih se konaqne
reqi jezika sastoje, i onih slova koja nam samo poma�u u izvo�eǌu.
Obiqno se terminalni simboli oznaqavaju malim slovima, a netermi-
nalni velikim. Tako�e izdvajamo specijalan neterminalni simbol koji
se zove startno (poqetno) slovo, tj. ono slovo od kojeg kre�emo. Jezik
generisan gramatikom, dakle, je skup svih reqi koje mo�emo dobiti
poqevxi od start simbola i primeǌuju�i data pravila.

Prika�imo za poqetak par jednostavnih primera nad skupom termi-
nalnih simbola {a, b} i poqetnim simbolom S:

Primer 3. Neka su data pravila izvo�eǌa:

S → aSb

S → ba

Onda poqiǌemo od S i biramo koje �emo pravilo da primenimo.
Primetimo da biraǌe drugog pravila znaqi da �emo ostati bez S-ova,
a kako je S jedini neterminalni simbol, to znaqi da primena drugog
pravila implicira kraj algoritma. Dakle, posmatrajmo onda primenu
pravila 1. To bi izgledalo ovako:

S → aSb → aaSbb → aaaSbbb → ...

Ovo radimo sve dok ne primenimo pravilo 2, odnosno skup validnih
reqi �e onda izgledati kao:

L = {ba, abab, aababb, aaababbb, ...} = {anbabn|n ≥ 0}

Primer 4. Uzmimo sada slede�a pravila:

S → a

S → SS
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aSa → b

Ovaj skup pravila deluje donekle kompleksnije, dok ne uoqimo neke
korisne stvari. Prvo, primenom pravila 2 mo�emo generisati arbi-
trarno dugaqak niz S-ova. Drugo, primenom pravila 1 mo�emo odabrane
od tih S-ova pretvoriti u a-ove. Konaqno, ukoliko primenimo pravilo
2 dvaput, zatim pravilo 1 dvaput, a zatim pravilo 3, dobijamo slede�e:

S
(2)−→ SS

(2)−→ SSS
(1)−→ aSS

(1)−→ aSa
(3)−→ b

Dakle, proizvoǉno S tako�e mo�emo prebaciti u b. Odavde vidimo
da zapravo ovom gramatikom mo�emo generisati bilo koju nisku slova
a i b, odnosno generixemo jezik:

L = {a, b}∗

Sada mo�emo uvesti i formalnu definiciju:

Definicija 7. Neka su:

• N - konaqan skup neterminalnih simbola

• Σ - konaqan skup terminalnih simbola, disjunktan sa N

• P - skup pravila izvo�eǌa oblika:

(Σ ∪N)∗N(Σ ∪N)∗ → (Σ ∪N)∗

• S - poqetno slovo takvo da S ∈ N

Tada je formalna gramatika ure�ena qetvorka G = (N,Σ, P, S).

Definiximo nekoliko relacija koje �e nam biti korisne za formalno
zapisivaǌe izvo�eǌa.

Definicija 8. Neka je data gramatika G = (N,Σ, P, S). Tada defin-
ixemo binarne relacije:

• ”y se neposredno izvodi iz x” kao: (x =⇒
G

y) ⇐⇒ (∃u, v, p, q ∈ (Σ ∪
N))(x = upv ∧ y = uqv ∧ (p → q) ∈ P )

• ”y se izvodi u k koraka iz x” kao: (x
k
=⇒
G

y) ⇐⇒ x =⇒
G

x1 ∧ x1 =⇒
G

x2 ∧ ... ∧ xk−1 =⇒
G

b
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• ”y se posredno izvodi iz x” ili ”y se izvodi u 0 ili vixe koraka iz
x” kao refleksivno i tranzitivno zatvoreǌe relacije =⇒

G
, u oznaci

x
∗
=⇒
G

y

Definicija 9. Neka je data gramatika G = (N,Σ, P, S). Tada je jezik
generisan gramatikom G definisan kao:

L(G) = {w|w ∈ Σ∗ ∧ S
∗
=⇒
G

w}

Nax glavni zadatak iz ove oblasti bi ixao u jednom od dva smera: ili
bismo iz date gramatike morali da prona�emo jezik generisan ǌome, ili
bismo za dati jezik morali da konstruixemo gramatiku koja ga gener-
ixe. Oba ova sluqaja �e se, u suxtini, svoditi na intuitivni ”ubod”
rexeǌa, a potom na dokazivaǌe dva smera inkluzije matematiqkom in-
dukcijom. Primera radi, prika�imo ovde jedan primer drugog tipa, tj.
konstruisaǌa gramatike na osnovu jezika.

Primer 5. Konstruisati gramatiku koja generixe jezik W = {aibj|i ≥
j > 0}

Rexeǌe: Neka je G = (N,Σ, P, S), gde je:

N = {S,A}

Σ = {a, b}

P = {S → aAb,A → aAb,A → aA,A → e}

Dokaza�emo da je W = L(G).

(⊆) : Ako je w ∈ W , onda imamo slede�e izvo�eǌe preko gramatike G:

S
1
=⇒ aAb

2·(j−1)
====⇒ ajAbj

3·(i−j)
====⇒ aiAbj

4
=⇒ aibj

(⊇) : Uzmimo bilo koje izvo�eǌe u gramatici G koje ne sadr�i korak
4 (trivijalno mo�emo izvesti da taj korak prosto obustavǉa izvo�eǌe i
ne meǌa oblik finalne reqi). Moramo dokazati prvo da �e svaki korak
rezultirati u stringu iz skupa {a}∗{A}{b}∗, a zatim i da je broj a-ova
ve�i ili jednak od broja b-ova (u oznaci #a ≥ #b). Doka�imo, dakle,
matematiqkom indukcijom po du�ini izvo�eǌa n, da �emo uvek imati
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akAbl, k ≥ l.

Za n = 1 tvr�eǌe oqigledno va�i. Zato pretpostavimo da va�i za
neko n, i pogledajmo sluqaj n+1. Znamo da S

n
=⇒
G

w′ =⇒
G

w. Po induktivnoj

pretpostavci znamo da je onda w′ = akAbl, k ≥ l. Kako pravilo 1 mora da
ima S na levoj strani, to je ovaj posledǌi korak morao biti ili tipa 2
ili tipa 3. U sluqaju 2, vidimo da dobijamo ak+1Abl+1, i k+1 ≥ l+1, te
ovde tvr�eǌe va�i. U sluqaju 3, dobijamo ak+1Abl, a znamo da je k+1 ≥ l,
te i ovde tvr�eǌe va�i.

Stoga, kada jox primenimo pravilo 4 na ovako dobijenu req, dobi�emo
akbl, k ≥ l, a to pripada jeziku W .

Iz primera datih u ovom odeǉku, mo�emo videti da me�u formalnim
jezicima postoji velika raznovrsnost, i da ona u velikoj meri zavisi
od toga kakva ih gramatika generixe. Pri rexavaǌu problema iz ove
oblasti, pokaza�e se znaqajna potreba za klasifikacijom ovih jezika u
odnosu na osobine gramatika koje ih generixu. Sada �emo opisati ovu
klasifikaciju, koja se javǉa u obliku hijerarhije.

2.3 Hijerarhija Qomskog

Noam Qomski (1928-) poznat je kao otac savremene lingvistike iz
nekoliko razloga. Sem toga xto je prvi uspeo da teoriju o uro�enosti
jezika uqini xiroko prihva�enom i xto je zapoqeo dubǉa istra�ivaǌa
u vezu izme�u jezika i kognicije, on je tako�e jedan od glavnih pokre-
taqa teorije formalnih gramatika. Izme�u ostalog, on je prvi napravio
klasifikaciju jezika preko svojstava ǌihovih formalnih gramatika,
koja se i dan-danas koristi u raqunarstvu.

Sama klasifikacija se mo�e zamisliti kao skup koncentriqnih kru-
gova, kao na slici 2.2. Spoǉni krug predstavǉa jezike u najxirem
smislu, dok svaki slede�i krug dodaje sve stro�e restrikcije na gra-
matike tih jezika, tako da xto vixe idemo uz hijerarhiju, to �e broj
jezika koji su generisani tim gramatikama biti u�i.

Sem jezika i gramatike, sa taqke gledixta raqunarstva nam je tako�e
veoma bitno da znamo kakav tip maxine, odnosno sistema, je sposoban da
prepozna svaki od ovih klasa. Pod prepoznavaǌem jezika, podrazumevamo
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Slika 2.2: Hijerarhija Qomskog

da u maxinu mo�emo kao input ubaciti proizvoǉnu nisku, i da �e nam
ona kao autput vratiti da li je data niska validna req u tom jeziku
ili ne.

Opiximo sada svaki od nivoa u ovoj hijerarhiji.

2.3.1 Rekurzivno-prebrojivi jezici

Rekurzivno-prebrojivi jezici su tako�e poznati kao jezici tipa 0.
Ovo je upravo zato xto gramatike koje generixu rekurzivno-prebrojive
jezike na sebi nemaju apsolutno nikakve restrikcije, sem toga da postoje.
Drugim reqima, jezik je rekurzivno-prebrojiv ukoliko postoji algori-
tam koji mo�e da prebroji sve niske koje on sadr�i.

Iz ovoga se mo�e videti da je sistem koji prepoznaje rekurzivno-
prebrojive jezike ni vixe ni maǌe nego Tjuringova maxina, te se ovi
jezici zato i drugaqije zovu Tjuring-prepoznatǉivi jezici. Kao xto i
obiqno biva, nedostatak restrikcija nad gramatikama ovih jezika ih
qini ne tako zanimǉivim za prouqavaǌe, bar na trenutnom nivou.

2.3.2 Kontekstno-senzitivni jezici

Kontekstno-senzivitni (negde kontekstno-zavisni) jezici su svi oni
jezici koji su generisani gramatikama tipa 1, tj. onim gramatikama
qija su sva pravila izvo�eǌa oblika:
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βAγ → βαγ

gde je A neterminalan simbol, α, β, γ niske terminalnih ili/i netermi-
nalnih simbola, i α nije prazna req. Drugim reqima, pravila izvo�eǌa
mogu da uzimaju u obzir proizvoǉnu okolinu onog simbola koji se trans-
formixe.

Sistem koji prepoznaje ove jezike je linearno-ograniqena nedetermin-
istiqka Tjuringova maxina - prostije reqeno, Tjuringova maxina qija
traka nije beskonaqna, ve� ima svoj poqetak i kraj. Iz ovog razloga,
iako je ovo najbli�a aproksimacija prirodnog jezika me�u formalnim
jezicima, ipak je izuzetno retko vi�ena u lingvistici, iz prostog ra-
zloga xto je mehaniqki izuzetno nepraktiqna.

2.3.3 Kontekstno-slobodni jezici
Kontekstno-slobodni (negde kontekstno-nezavisni) jezici su oni jezici

koji su generisani gramatikama tipa 2, tj. onim gramatikama qija su
sva pravila izvo�eǌa oblika:

A → α

gde je A neterminalni simbol, a α niska terminalnih ili/i netermi-
nalnih simbola. Kao xto vidimo, glavna razlika izme�u kontekstno-
slobodnih i -senzitivnih jezika je to xto kod kontekstno-slobodnih
validnost transformacije ne zavisi od okoline transformisanog slova.

Maxina koja prepoznaje ove jezike je nedeterministiqki potisni au-
tomat. Vixe o ovim sistemima, kao i o kontekstno-slobodnim jezicima
generalno, qu�emo u poglavǉu 4. Za sada bi bilo korisno da uoqimo
da su ovi jezici zapravo oni koji ulaze u osnovu velike ve�ine pro-
gramskih jezika, kako u smislu ǌihovog definisaǌa, tako i u kontekstu
parsiraǌa.

2.3.4 Regularni jezici
Regularni jezici su oni jezici koji su generisani gramatikama tipa

3, tj. onim gramatikama u kojima su ili sva pravila izvo�eǌa oblika:

A → a,A → aB

ili su sva pravila izvo�eǌa oblika:
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A → a,A → Ba

gde su A,B neterminalni simboli, a a terminalni simbol. U prvom
sluqaju ka�emo da je gramatika desno-linearna, a u drugom da je levo-
linearna. U nekoj literaturi se jedino desno-linearne gramatike vode
kao regularne, no ovo ume da bude dosta zbuǌuju�e.

Vidimo da se ovi jezici izvode preko inkrementalnog dodavaǌa pojed-
inaqnih simbola, te su stoga i najstro�i me�u svim formalnim jezicima.
Primera radi, jezik {an|n ≥ 1} je regularan, dok ve� jezik {anbn|n ≥ 1}
to nije (ali jeste kontekstno-slobodan). Maxine koje prepoznaju regu-
larne jezike su zapravo konaqni automati, koji su tema drugog dela ovog
rada, te bi bilo lepo da se ovim jezicima malo detaǉnije pobavimo.
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3 Regularni jezici

3.1 Regularni izrazi, jezici i gramatike

U prethodnom poglavǉu, konstatovali smo da je glavna karakteris-
tika regularnih jezika to xto oni ”pixu i qitaju” svoje reqi slovo
po slovo, i to uvek prilaze�i sa iste strane. Iz ovoga se odmah vidi
koliko su ovakvi jezici korisni u raqunarstvu, te nije ni qudo da se
prvo interesovaǌe za ovu oblast pokazano upravo u tom kontekstu.

Konkretno, regularni jezici se ispostavǉaju kao idealno rexeǌe
za implementaciju algoritama pretrage (kao xto je opcija ”find and
replace”), algoritama provere validnosti unosa, ali i leksiqke anal-
ize. Zarad ovakve implementacije, qesto se uzima i jedna malo dru-
gaqija definicija regularnosti, preko uvo�eǌa pojma regularnog izraza.

Definicija 10. Neka je Σ konaqna azbuka. Regularan izraz nad Σ se
onda definixe rekurzivno, i to na slede�i naqin:

(i) Prazan skup je regularni izraz.

(ii) Prazna req e je regularni izraz.

(iii) Slovo a ∈ Σ je regularan izraz.

(iv) Ukoliko su R1, R2 regularni izrazi, tada su regularni i izrazi
R1 ∪R2, R1R2, R

∗
1.

(v) Regularni izrazi nad Σ se dobijaju iskǉuqivo konaqnom primenom
pravila (i)− (iv).

Prikaza�emo nekoliko jednostavnih primera regularnih izraza, radi
intuicije.

21
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Primer 6. Regularni izraz koji predstavǉa skup svih binarnih reqi
gde se podreq 001 javǉa barem jedanput: (0 + 1)∗001(0 + 1)∗.

Primer 7. Regularni izraz koji predstavǉa sve binarne brojeve deǉive
sa 4: 1(00)∗.

Primer 8. Regularni izraz koji predstavǉa sve validne i-mejl adrese:
((a− z) + (A− Z) + (0− 9))∗@(a− z)∗.(a− z)∗.

Iz ovih primera, vidimo kako je notacija koju smo uveli postala izuzetno
korisna za barataǌe ovim jezicima. Motivisani ovime, prirodno nam
dolazi da sada uvedemo nov naqin reprezentovaǌa regularnih izraza -
preko usmerenih grafova.

Uzmimo proizvoǉni regularni izraz R. �elimo da napravimo graf
u kojem �e svako teme predstavǉati neko ”staǌe”, a svaka strelica
�e predstavǉati dodavaǌe izvesnog simbola na desnu stranu stringa
(prisetimo se desno-linearnih jezika). Mo�emo li ovako predstaviti
izraz R? Evo skice jednog pokuxaja algoritma.

Prvi korak �e biti da konstruixemo poqetno i krajǌe staǌe, a
izme�u ǌih strelicu oznaqenu sa R.

R

Zatim �emo uvesti transformacije za razliqite operacije nad reg-
ularnim izrazima. Svaku granu oznaqenu sa R + S, odnosno unijom dva
regularna izraza, meǌamo sa dve grane sa istom poqetnom i krajǌom
taqkom.

R + S =⇒

R

S

Za svaku granu oznaqenu sa RS �emo dodati novo staǌe izme�u dva
staǌa, a zatim povezati ih na slede�i naqin:

RS

=⇒

R S
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Konaqno, za svaku granu oznaqenu sa R∗, doda�emo staǌe izme�u, na
kojem �emo imati petǉu:

R∗

=⇒

e e

R

Naposletku, obrixemo sve grane koje imaju oznaku ∅, i dobili smo
usmereni graf koji ”prepoznaje” dati regularni izraz. Kako smo imple-
mentirali sva ova pravila, znamo da �emo mo�i da dovedemo graf do
taqke gde je svaka strelica oznaqena taqno jednim slovom. Pogledajmo
kako to izgleda na primeru:

Primer 9. Konstruisati graf G(r) regularnog izraza (11+0)∗(00+1)∗.

Rexeǌe je skicirano na slici 3.1.

Jednostavno mo�emo pokazati da se svaka e-grana grafa koja je jedin-
stvena izlazna svom poqetnom qvoru ili jedinstvena ulazna svom krajn-
jem qvoru mo�e skupiti u jedan qvor tako da se skup izraza koje taj graf
prepoznaje ne meǌa, te stoga ovo rexeǌe mo�emo dodatno uprostiti, kao
na slici 3.2.

Ova reprezentacija preko usmerenih grafova se pokazuje kao izuzetno
zgodna za opisivaǌe regularnih izraza, a osobito je korisna zato xto
slu�i kao reprezentacija potencijalno beskonaqnog skupa izraza preko
konaqnog skupa staǌa. Stoga, bilo bi po�eǉno da formalizujemo ovaj
koncept. Ovi usmereni grafovi zapravo predstavǉaju reprezentaciju
jednog konaqnog skupa staǌa i prelaza izme�u tih staǌa, a to je upravo
ono xto zovemo konaqni automat.
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Slika 3.1: Rexeǌe primera 9

Slika 3.2: Boǉe rexeǌe primera 9
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3.2 Konaqni automati

U prethodnom poglavǉu smo uveli metod koji nam omogu�ava da naprav-
imo usmereni graf za proizvoǉni regularni izraz. Ukoliko uz ono xto
smo ve� uveli izdvojimo jox i jedno poqetno staǌe i podskup finalnih
staǌa, ono xto �emo dobiti je konaqni automat.

Definicija 11. Neka su:

• Q - neprazan konaqan skup staǌa

• Σ - ulazna azbuka

• δ : Q× Σ → P(Q) - funkcija prelaska

• q0 ∈ Q - poqetno staǌe

• F ⊆ Q - skup finalnih staǌa

Onda ure�enu petorku M = (Q,Σ, δ, q0, F ) nazivamo konaqnim automatom.

Funkcionisaǌe ovog automata mo�emo da zamislimo na dva naqina - gen-
erativni i akceptorski. U prvom sluqaju, ulazimo u poqetno staǌe sa
praznim stringom, i onda prolazimo kroz sve mogu�e puteve u grafu,
dopisuju�i simbole s desne strane, dok ne do�emo do finalnog staǌa.
Skup svih stringova koje dobijamo u finalnim staǌima je jezik nad tim
automatom. U drugom sluqaju, ulazimo u poqetno staǌe sa datom reqju,
i onda prolazimo kroz graf, brixu�i oznaqeni karakter sa leve strane
pri svakom prelazu. Kad do�emo do prazne reqi, ukoliko smo u final-
nom staǌu to znaqi da automat prihvata taj string, a u suprotnom ne
prihvata. Ekvivalencija izme�u ova dva pogleda je oqigledna.

Setimo se kako smo pri analizi formalnih gramatika proxirili
relaciju neposrednog izvo�eǌa na posredno izvo�eǌe, odnosno izvo�eǌe
u nula ili vixe koraka. Bilo bi dobro da sada sliqnu stvar uradimo
i za funkciju prelaska u automatu.

Definicija 12. Funkciju δ sa domena Q×Σ induktivno proxirujemo na
Q× Σ∗ na slede�i naqin:

(i) δ(a, e) = a

(ii) za svako u ∈ Σ∗ i x ∈ Σ, ukoliko je definisano δ(a, u), va�i:

δ(a, ux) = δ(δ(a, u), x)
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Tabela 3.1: Funkcija prelaza za primer 10

δ q0 q1 q2 q3
0 q1 q2 q2 q3
1 q3 q3 q2 q3

Odavde se lako izvodi i da za proizvoǉne u, v ∈ Σ∗ va�i:

δ(a, uv) = δ(δ(a, u), v)

Definicija 13. Neka je dat automat M . Tada skup L(M) = {u ∈ X∗|δ(q0, u) ∈
F} nazivamo jezikom automata M .

Primetimo da je kodomen funkcije prelaza partitivni skup skupa staǌa
Q. Ovo znaqi da, ukoliko se nalazimo u nekom staǌu i �elimo da do-
damo/pojedemo neki simbol, mo�e se desiti da takav prelaz ili ne pos-
toji, ili pak da ih postoji vixe, te moramo da biramo. Poxto ovo deluje
kao komplikovan problem, uprostimo ga prvo na specijalan sluqaj gde je
kodomen funkcije prelaza samo skup Q. Dakle, za dato staǌe q i karak-
ter a, postoji taqno jedno staǌe p takvo da δ(q, a) = p. Ovakve automate
zovemo deterministiqki automati.

3.2.1 Deterministiqki konaqni automati

Prika�imo princip funkcionisaǌa deterministiqkog automata na jed-
nom primeru.

Primer 10. (a) Konstruisati graf prelaza automata M = (Q,Σ, δ, q0, F ),
gde je Q = {q0, q1, q2, q3},Σ = {0, 1}, F = {q1, q2}, i funkcija prelaza δ data
tabelom 3.1.

(b) Da li automat M prihvata reqi 000 i 010?

(v) Odrediti jezik automata M .

Rexeǌe: (a) Graf prelaza konstruixemo lako, uz napomenu da finalna
staǌa obele�avamo dvostrukim kru�i�ima.
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q0 q1 q2

q3

0 0

1
1

0,1

0,1

(b) Put oznaqen sa 000 daje:

δ(q0, 000) = δ(δ(q0, 0), 00) = δ(q1, 00) = δ(δ(q1, 0), 0) = δ(q2, 0) = q2 ∈ F

dakle automat prihvata req 000. Sa druge strane, 010 daje:

δ(q0, 010) = δ(δ(q0, 0), 10) = δ(q1, 10) = δ(δ(q1, 1), 0) = δ(q3, 0) = q3 /∈ F

dakle automat ne prihvata req 010.

(v) Najpre, primetimo da su q2 i q3 ”�orsokaci”, tj. ako u ǌih u�emo
ne mo�emo da iza�emo, s tim xto je q2 prihvataju�e staǌe, a q3 nije.
Stoga, sve reqi koje poqiǌu sa 1 ili 01 nisu prihva�ene. Dakle, qim
poqnemo sa 0, uxli smo u zavrxno staǌe, dakle 0 ∈ L(M). Zatim moramo
opet da napravimo 0 korak, te zavrxavamo u finalnom �orsokaku q2,
gde mo�emo da dodamo proizvoǉno nula i jedinica. Dakle, jezik ovog
automata je skup:

L(M) = 0 + 00(0 + 1)∗

Ovaj problem smo tako�e mogli formalnije rexiti postavǉaǌem sis-
tema jednaqina i primenom Ardenove leme. Naime:

L(M) = L1 + L2

L2 = L10 + L2(0 + 1)

L1 = L00

L0 = e

Odakle mo�emo izvesti redom:

L1 = e0 = 0
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L2 = L2(0 + 1) + 00 = 00(0 + 1)∗

L(M) = 0 + 00(0 + 1)∗

Setimo se primera iz prethodnog odeǉka gde smo sveli automat zasnovan
na regularnom izrazu na jednostavniju reprezentaciju istog. Oqigledno,
ne�e svaki automat koji konstruixemo za dati jezik biti u svom najjed-
nostavnijem mogu�em obliku. Iz ovog razloga, jedan od znaqajnih prob-
lema u ovoj oblasti je problem minimizacije automata. Ovde �emo ne-
formalno opisati najefikasniji algoritam minimizacije - Hopkroftov
algoritam.

Prilikom minimizacije, postoje tri tipa staǌa koja nam prave prob-
lem:

• nedosti�na staǌa - staǌa do kojih ne mo�emo do�i iz poqetnog
staǌa; ideja je da ih obrixemo

• mrtva staǌa - staǌa iz kojih ne mo�emo do�i do finalnog staǌa;
ideja je da ih sve spojimo u jedno mrtvo (tj. neprihvataju�e) staǌe

• neraspoznatǉiva staǌa - neke grupe staǌa koja su me�usobno ekvi-
valentna; ideja je da skup staǌa isparticioniramo u klase ekvi-
valentnih staǌa

Nedosti�na i mrtva staǌa je priliqno jednostavno rexiti. Ostaje
jox pitaǌe neraspoznatǉivih staǌa. Suxtina Hopkroftovog algoritma
je da krenemo od dve najgrubǉe klase ekvivalencije - skupova F i Q\F -
i zatim da polako razdvajamo te klase na maǌe klase ukoliko prona�emo
dva neekvivalentna staǌa.

Formirajmo radnu listu W , u kojoj quvamo sve klase koje moramo
proveriti u datom koraku. Zatim uzimamo jednu klasu A i vadimo je iz
W , te za svako slovo c u ulaznoj azbuci na�emo skup X staǌa koja su
dosti�na iz A preko c. Zatim, tra�imo one klase Y iz trenutne parti-
cije za koje je X ∩ Y ̸= ∅ i Y \X ̸= ∅, tj. one Y iz kojih postoje i staǌa
koja vode u A i koja ne vode u A. Ovakva staǌa Y �emo u particiji
podeliti na X ∩ Y i Y \ X, dok �emo u radnu listu ubaciti ili ista
ta dva skupa (ukoliko je Y neproveren), ili maǌi od ta dva (ukoliko je
Y proveren). Ovo radimo qisto da bismo izbegli nepotrebne provere.
Ovime smo podelili ”problematiqnu” klasu Y na dve neekvivalentne,
te ponavǉamo ceo proces za neko drugo A, sve dok nam se radna lista W
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ne isprazni.

Primenom ovog algoritma dobijamo particiju skupa staǌa na neek-
vivalentne klase, te smo se rexili svih problematiqnih staǌa. Dakle,
ovime smo dobili minimalni deterministiqki automat.

3.2.2 Nedeterministiqki konaqni automati
Do sada smo se bavili specijalnim sluqajem deterministiqkih au-

tomata, ali xta ako uzmemo opxtiji, nedeterministiqki sluqaj? Kako
nad ovim automatima ima mnogo maǌe restrikcija, oqekivali bismo da
�e nam rad sa ǌima biti ”generalniji”, tj. da �emo uz pomo� ǌih mo�i
da generixemo neke nove jezike.

Ipak, ispostavǉa se da to nije sluqaj. Naime, nedeterministiqki
i deterministiqki automati su ekvivalentni, xto nam govori slede�a
teorema:

Teorema 4 (Robin-Skotova teorema). Za jezik L postoji nedeterminis-
tiqki konaqni automat koji ga prihvata ako i samo ako postoji deter-
ministiqki konaqni automat koji ga prihvata.

Dokaz. Svaki deterministiqki automat je nedeterministiqki, dakle do-
voǉno je dokazati da svaki nedeterministiqki automat N mo�emo trans-
formisati u deterministiqki automat D takav da L(D) = L(N).

Kako iz svakog staǌa u N primenom odre�enog slova dolazimo u neki
skup staǌa, to �e se nax dokaz zasnovati na konstruisaǌu automata D
qija su staǌa elementi partitivnog skupa od skupa staǌa automata N ,
i i�i �emo korak po korak.

Nakon nula proqitanih karaktera, N se mo�e nalaziti ili u poqet-
nom staǌu q0, ili u nekom od staǌa do kojih se mo�e sti�i primenom
samo simbola e. Ovaj skup obele�avamo sa E(q0) = {q ∈ δ(q0, e)}, i ovo je
poqetno staǌe automata D. Uzmimo sada neko staǌe qi ∈ E(q0) i recimo
da uqitavamo karakter ai, dakle N ide u staǌe q ∈ δ(qi, ai), a zatim opet
mo�emo primeniti e-pravila koliko god mo�emo. Dakle, mo�emo do�i
u staǌa iz skupa S =

⋃
q∈δ(qi,ai) E(q), te u automatu D povlaqimo stre-

licu izme�u E(q0) i S. Isto ovo primeǌujemo dok nismo iscrpili sve
konfiguracije, i onda smo dobili deterministiqki automat iz nedeter-
ministiqkog, qime je dokaz kompletiran.
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Prika�imo funkcionisaǌe ove transformacije na prostom primeru.

Primer 11. Konstruisati deterministiqki automat koji odgovara slede�em
nedeterministiqkom:

q0

q1

a, bb

a

Rexeǌe: Kako nema e-strelica, to je inicijalno staǌe novog automata
q0. Ukoliko iz q0 primenimo a, mo�emo do�i u staǌe iz skupa {q0, q1}.
Ukoliko iz q0 primenimo b, sigurno idemo u q1. Ukoliko iz q1 primenimo
a, idemo u prazan skup. Ukoliko iz q1 primenimo b, idemo nazad u q0.
Ukoliko iz {q0, q1} primenimo b, idemo nazad u isti qvor. Ukoliko iz
{q0, q1} primenimo a, dobijamo opet isti taj skup. Iz praznog skupa ne
mo�emo iza�i. Nemamo vixe novih skupova (proxli smo ceo partitivni
skup), dakle novi automat izgleda ovako:

{q0}

{q1}

{q0, q1}

∅

b

a

b

a, b

a

a, b

Pored analize formalnih jezika, teorija automata je veoma korisna i
primenǉiva u raznim oblastima. Ve�ina automatizovanih ure�aja (au-
tomati za kafu, liftovi, semafori, brave) funkcionixu po principu
automata. Algoritmi ponaxaǌa entiteta u video-igricama i sliqnim
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medijima su programirani preko automata. Naravno, i primene u raqu-
narstvu su nebrojene. Ipak, doxlo je vreme da se vratimo na temu reg-
ularnih jezika, jer nam je ostala jox jedna posledǌa misterija.

3.3 Lema o pumpaǌu

Na poqetku ovog poglavǉa smo definisali regularne izraze na rekurzi-
van i qisto teoretski naqin. Ovaj naqin definisaǌa nam je bio priliqno
zgodan, no kada se do�e do suxtine vidimo da zapravo nije naroqito ek-
splicitan. Naime, preko ove definicije texko mo�emo da utvrdimo da
li je neki jezik zapravo regularan ili nije.

Ovde �e nam teorija automata biti od velike pomo�i. Otkako smo
uveli analogiju izme�u regularnih izraza i usmerenih grafova, a potom
to formalizovali u automate, uspeli smo da dobijemo neke priliqno
eksplicitne rezultate. Stoga, hajde da formalizujemo tu analogiju koju
smo ve� skicirali preko jedne od kǉuqnih teorema iz ove oblasti.

Teorema 5 (Klinijeva teorema). Jezik L je regularan ako i samo ako pos-
toji konaqan automat koji ga prepoznaje.

Ova teorema �e nam pomo�i da izvedemo mo�da i najva�niju lemu
kada je ispitivaǌe regularnosti jezika u pitaǌu, a to je lema o pumpaǌu.

Teorema 6 (Lema o pumpaǌu). Za svaki regularan jezik L postoji broj p,
takav da svaka req s ∈ L du�ine bar p mo�e biti zapisana kao s = xyz,
tako da va�i |xy| ≤ p, |y| > 0, i xykz ∈ L za svako k ∈ N0.

Dokaz. Neka je A deterministiqki automat koji prepoznaje jezik L, i
neka je |Q| = p broj ǌegovih staǌa. Uzmimo bilo koju req s = c1c2...c|s|
du�ine p, i pogledajmo niz staǌa kroz koje A prolazi kad unesemo s:

q1
c1=⇒ q2

c2=⇒ ...
c|s|
==⇒ q|s|+1

Ovaj niz ima vixe elemenata nego xto automat ima staǌa, pa pos-
toji neko staǌe koje se ponavǉa bar dva puta u prvih p + 1 eleme-
nata. Neka su to qi = qj, i < j ≤ p + 1. Onda mo�emo da postavimo
x = c1c2...ci−1, y = ci...cj−1, z = cj...c|s|.

Poxto je j ≤ p + 1 znamo |xy| ≤ p, a poxto i < j to |y| > 0, a vidimo
jox i da y mo�emo da propustimo kroz automat proizvoǉno puta, i nax
string �e i daǉe biti prihva�en, jer se uvek na kraju vratimo u isto
staǌe. Dakle, lema o pumpaǌu je dokazana.
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Tvr�eǌe leme o pumpaǌu mo�emo intuitivno formulisati na slede�i
naqin: U regularnom jeziku, unutar svake dovoǉno dugaqke reqi mo�emo
da izdvojimo jedan string koji mo�emo da mno�imo u nedogled i da i
daǉe dobijemo va�e�u req.

Primetimo da implikacija u ovoj lemi ide samo u jednom smeru, xto
znaqi da iz va�eǌa leme o pumpaǌu ne mo�emo zakǉuqiti da je jezik
regularan. Ipak, ona �e nam biti od velike pomo�i u rexavaǌu jednog
drugog problema, a to je dokazivaǌe da neki jezik nije regularan.

Par ilustrativnih primera:

Primer 12. Dokazati da jezik {anbn|n ≥ 0} nije regularan.

Rexeǌe: Pretpostavimo da je jezik regularan, tj. da postoji neko p koje
zadovoǉava uslove leme o pumpaǌu. Uzmimo w = apbp ∈ L, xto je req
du�a od p, te po lemi o pumpaǌu postoji w = xyz takvo da |xy| ≤ p, |y| ≥
1, xyiz ∈ L za svako i ∈ N0. Iz prvog uslova znamo da y sadr�i samo
slovo a, a iz drugog da sadr�i bar jedno a. No, onda xy2z sadr�i vixe
a nego b, pa ne pripada jeziku, xto je u suprotnosti sa tre�im uslovom.
Kontradikcija. Dakle, jezik nije regularan.

Primer 13. Dokazati da jezik {xk2|k ∈ N} nad azbukom X = {x} nije
regularan.

Rexeǌe: Pretpostavimo da je jezik regularan, tj. da postoji neko p koje
zadovoǉava uslove leme o pumpaǌu. Uzmimo w = xp2 ∈ L, xto je req du�a
od p, te po lemi o pumpaǌu postoji w = ayb takvo da |xy| ≤ p, |y| ≥ 1, xyiz ∈
L za svako i ∈ N0. Iz prva dva uslova znamo 1 ≤ |y| ≤ p, pa ispitujemo
broj slova reqi ay2b.

p2 = |w| = |ayb| < |ay2b| = |ayb|+ |y| ≤ p2 + p < p2 + 2p+ 1 = (p+ 1)2

Vidimo da je du�ina napumpane reqi izme�u dva kvadrata, te ona
definitivno ne mo�e pripadati jeziku L. Kontradikcija. Dakle, jezik
nije regularan.

U ovom poglavǉu smo se pozabavili regularnim jezicima i konaqnim
automatima - naju�im podskupom formalnih jezika. Za kraj, idemo jedan
stepenik navixe u hijerarhiji, i bacamo pogled na kontekstno-slobodne
jezike.
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Prethodno poglavǉe se bavilo regularnim jezicima, za koje bi tre-
balo da smo do sada stekli intuiciju da se prepoznaju po principu
”slovo po slovo”. Ovo je sjajna stvar za kompjutere, ali ne toliko za
ǉudska bi�a. Naime, istra�ivaǌa u posledǌih 70 godina su pokazala
da ǉudski um zapravo percipira jezik kao hijerarhijsku strukturu, koja
se sastoji od vixe rekurzivnih ”blokova”. Radi uspostavǉaǌa ovakve
strukture su zapravo prvi put prouqavani kontekstno-slobodni jezici,
premda su godine pokazale da se prirodni jezici u hijerarhiji Qomskog
ipak pre nalaze u okolini kontekstno-senzitivnog nivoa. No, kako je to
suvixe kompleksno za nas, zadr�a�emo se na kontekstno-slobodnim za
sada, te �emo u ovom poglavǉu opisati neka zanimǉiva svojstva ovakvih
jezika na qisto rekreativnom nivou.

Prisetimo se prvo definicije kontekstno-slobodne gramatike. To su
one gramatike qija su sva pravila izvo�eǌa oblika:

A → α

gde je A neterminalni simbol, a α proizvoǉna req. Drugim reqima,
kontekstno-slobodna gramatika meǌa neterminalne simbole stringovima,
bez obaziraǌa na kontekst oko tih simbola. Nekoliko jednostavnih
primera:

Primer 14. Skup reqi konkateniranih sa svojom inverznom reqju, npr.
generisan gramatikom G = ({S}, {a, b}, P, S), gde P sadr�i:

S → aSa

S → bSb

S → e

Izvo�eǌe u ovom jeziku bi, na primer, bilo:

S → aSa → abSba → abbSbba → abbbbba
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Primer 15. Formule iskazne logike, generisane gramatikom:

G = ({Izraz}, {p, q, r,¬,∧,∨,⇒,⇔, (, )}, P, Izraz)

gde P sadr�i slede�a pravila:

Izraz → p

Izraz → q

Izraz → r

Izraz → ¬Izraz

Izraz → Izraz ∧ Izraz

Izraz → Izraz ∨ Izraz

Izraz → Izraz ⇒ Izraz

Izraz → Izraz ⇔ Izraz

Izraz → (Izraz)

Izvo�eǌe u ovom jeziku bi, na primer, bilo:

Izraz

→ Izraz ∧ Izraz

→ (Izraz) ∧ Izraz ∨ Izraz

→ (Izraz ⇒ Izraz) ∧ q ∨ ¬Izraz

→ (p ⇒ r) ∧ q ∨ ¬r

Primer 16. Mali podskup srpskog jezika, generisan gramatikom:

G = ({Recenica, ImSint,GlagSint, Im,Glag, Prid},

{Marko,macke, voli, sutira,male, debele}, P, Recenica)

gde P sadr�i pravila:

Recenica → ImSint GlagSint

ImSint → Prid ImSint

ImSint → Im

GlagSint → Glag ImSint

GlagSint → Glag
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Slika 4.1: Stablo izvo�eǌa

Im → Marko

Im → macke

Glag → voli

Glag → sutira

Prid → male

Prid → debele

Primer izvo�eǌa u ovom jeziku bi bio, na primer:

Recenica

→ ImSint GlagSint

→ Im Glag ImSint

→ Im Glag Prid ImSint

→ Im Glag Prid Prid ImSint

→ Im Glag Prid Prid Im

→ Marko voli male debele macke

Qesto se umesto ovakve notacije koriste stabla izvo�eǌa, odnosno
parsiraju�a stabla, koja su malo lepxi vizuelni prikaz izvo�eǌa odred-
jene reqi. Konkretan primer za izvo�eǌe stringa 1 + 1 + a prikazan je
na slici 4.1.

Primetimo da ovo stablo nije jedinstveno, tj. mogli bismo za isti
string da imamo vixe izvo�eǌa. Stoga, qesto je korisno da dovedemo
sva pravila do neke normalne forme.
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Teorema 7 (Normalna forma Qomskog). Svaka kontekstno-nezavisna gra-
matika se mo�e svesti na gramatiku qija su sva pravila izvo�eǌa oblika:

A → BC

A → a

S → e

gde su A,B,C neterminalni simboli, a terminalni simbol, i S startni
simbol.

Dokaz. Skicira�emo ukratko pravila kojima mo�emo svesti bilo koju
gramatiku u ovaj oblik.

• Eliminisaǌe poqetnog simbola sa levih strana: Dodajemo novi
poqetni simbol S0 i pravilo S0 → S, i problem je rexen.

• Eliminisaǌe kombinacije neterminalnih i terminalnih sa desnih
strana: Za svaki terminalni simbol a koji se pojavǉuje na desnoj
strani, napravimo novi neterminalni Na, te onda svako pravilo
A → αaβ zamenimo sa A → αNaβ i Na → a.

• Eliminisaǌe desnih strana sa vixe od 2 neterminalna simbola:
Svako A → X1X2...Xn meǌamo sa A → X1A1, A1 → X2A2, ..., An−2 →
Xn−1Xn

• Eliminisaǌe desnih strana sa samo jednim neterminalnim sim-
bolom: Ako imamo A → B, onda na svako B → α dodajemo i A → α.

Ova forma je veoma korisna kao metod pripreme izvesnog kontekstno-
slobodnog jezika za parsiraǌe. Prirodno je postaviti pitaǌe kako par-
siramo ove jezike, tj. koja je maxina koja ih prepoznaje? Ispostavǉa se
da �e i ovo biti jedan tip automata, ali nexto kompleksniji od onih
konaqnih sa kojima smo se susretali kod regularnih jezika - potisni
automati.

Potisni automat je sliqan obiqnom konaqnom automatu, uz jednu
bitnu razliku - prisustvo potisne memorije, odnosno steka. Dijagram
potisnog automata prikazan je na slici 4.2.
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Slika 4.2: Dijagram potisnog automata

Kao xto vidimo, potisni automat pri prelazu ne uzima u obzir samo
trenutno staǌe i simbol koji se qita, ve� i simbol koji se nalazi u
steku. Tako�e, pri vrxeǌu prelaska, on pored ”jedeǌa” simbola sa
ulazne trake tako�e mo�e da manipulixe stekom, tako xto ili ”pojede”
aktuelni simbol u steku, ili potisne stek na dole i doda novi simbol
(stoga se i zove potisni automat). Ova dodatna memorija nam omogu�ava
xiri opseg pri generisaǌu i prepoznavaǌu jezika.

Formalna definicija potisnog automata je u�asno komplikovana, te
je stoga u ovom rekreativnom poglavǉu ne�emo navoditi. No, zain-
teresovani je vrlo lako mogu prona�i u bilo kojoj literaturi na temu
kontekstno-slobodnih gramatika.

Sliqno kao kod regularnih jezika, ovo se mo�e iskoristiti za dokaz
nove varijante leme o pumpaǌu:

Teorema 8 (Lema o pumpaǌu za kontekstno-slobodne jezike). Za svaki
kontekstno-slobodan jezik L postoji broj p, takav da svaka req s ∈ L
du�ine bar p mo�e biti zapisana kao s = uxyzv, tako da va�i |xyz| ≤
p, |xz| > 0, i uxkyzkv ∈ L za svako k ∈ N0.

Vizuelnu reprezentaciju ove varijante leme o pumpaǌu mo�ete videti
na slici 4.3.

Za kraj, imaju�i u vidu sve ove izuzetno specifiqne teoreme i al-
goritme koje smo izlo�ili ovde, bilo bi zanimǉivo videti koliko prob-
lema na temu kontekstno-slobodnih jezika su zapravo odluqivi. Izlo�i�emo
ovde nekoliko pitaǌa i videti kako se budemo proveli.

• Parsiraǌe: Za datu kontekstno-slobodnu gramatiku, mo�emo li
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Slika 4.3: Skica nove leme o pumpaǌu

proveriti da li data req pripada jeziku koji ona generixe? Kao
xto smo pomiǌali, ovo je definitivno odluqiv problem. Poznati
algoritmi za rexavaǌe ovoga su Kuk-Janger-Kasami algoritam i
Erlijev parser.

• Dosti�nost: Mo�emo li za dati simbol utvrditi da li se mo�e
dosti�i iz nekog drugog simbola? Sliqno kao gore, odgovor je da
definitivno mo�emo.

• Praznost i konaqnost: Mo�emo li zakǉuqiti da li je jezik gener-
isan gramatikom prazan ili konaqan? Hopkroft i Ulman su 1979.
formalizovali algoritme za rexavaǌe ovih problema, dakle i oni
su odluqivi.

• Regularnost: Ovde ve� nailazimo na problem. Naime, iz defini-
cije regularnih gramatika je oqigledno da je regularnost jedne
kontekstno-slobodne gramatike odluqiv problem. No, ukoliko nam
je dat kontekstno-slobodan jezik, utvrditi da li je on regularan
je neodluqiv problem. (Premda nam lema o pumpaǌu dosta poma�e
da ”iznesemo �ubre”). ×

• Univerzalnost: Generixe li data gramatika skup svih reqi nad
datom azbukom? Ovo se zapravo svodi na halting problem kod
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Tjuringovih maxina, koji je poznat primer neodluqivog problema,
dakle i ovaj problem je neodluqiv. ×

• Jednakost: Generixu li dve gramatike isti jezik? Neodluqivost
ovog problema je direktna posledica neodluqivosti prethodnog.
Naime, nemogu�e je utvrditi ni jednakost jezika generisanog gra-
matikom sa skupom svih reqi nad azbukom, a kamoli me�usobnu jed-
nakost. ×

• Inkluzija: Mo�e li jedna gramatika generisati sve stringove
koje mo�e i druga? Odluqivost ovog problema bi znaqila od-
luqivost problema jednakosti (jer je jednakost skupova zapravo
spoj dve inkluzije), a kako jednakost nije odluqiva, to nije ni
inkluzija. ×

• Disjunktnost: Jesu li jezici generisani dvema gramatikama dis-
junktni? Odluqivost ovog problema bi znaqila i odluqivost poz-
natog Postovog problema dopisivaǌa, koji je dokazano neodluqiv.
Stoga, ni disjunktnost nije odluqiva. ×

Kao xto vidimo, pored svog formalizma ove teorije, ve�ina prob-
lema koji se javǉaju u kontekstno-nezavisnim jezicima (a i formalnim
jezicima generalno) su neodluqivi. Ipak, kontekstno-slobodni jezici
su se pokazali kao verovatno najzanimǉivija klasa me�u formalnim
jezicima, kako za programere tako i za lingviste.
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5 Zakǉuqak

Ciǉ ovog rada bio je da pru�i qitaocu temeǉit uvod u teoriju
jezika, ali sa xto maǌe onog preteranog formalizma i komplikovanog
zapisa koji (verovatno opravdano) dominira nad svim skriptama iz ove
oblasti koje je autor vi�ao.

U poglavǉu 2, videli smo kako jezik mo�e da se formalizuje kao
matematiqki sistem i uveli osnovne pojmove ǌegovog prouqavaǌa. Uveli
smo formalne gramatike kako bismo jeziku dali strukturu, a na osnovu
osobina gramatike smo i klasifikovali sve jezike u hijerarhiju Qom-
skog.

U poglavǉu 3, bavili smo se naju�im stepenikom u hijerarhiji -
regularnim jezicima. Objasnili smo xta su regularni izrazi i kakve
veze imaju sa usmerenim grafovima, te smo tako definisali i naxe prve
automate. Nauqili smo kako ove maxine funkcionixu, te smo nauqeno
primenili na regularne jezike.

Naposletku, u poglavǉu 4 smo se neformalno osvrnuli na dosta xiri
skup kontekstno-slobodnih jezika. Uoqili smo ǌihovu korisnost po pi-
taǌu prirodnih jezika, objasnili ǌihovu analizu pomo�u potisnih au-
tomata, i na kraju napravili kratak pregled osnovnih problema u vezi
sa ǌima.

Zahvalio bih se svom mentoru Miloxu Arsi�u xto mi je predlo�io
ovu divnu temu i lektorisao rad, Igoru Engiju xto me je svih ovih
godina uqio LATEX, i Noamu Qomskom xto postoji.
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